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Abstract 
1、heanalysis of the thermal and velocity boundary layers on the isothermal disk rotating 
in stil fluid is important for its practical use 
As to the velocity boundary layer， an approximate solution was presented by von Karman1) 
in the五rst，then the numerically calculated exact solution by Cochran2) was followed 
On thc other hand， for the thermal boundary layer and the heat transfer from an isothermal 
rotatin記 diskto乱mbientfluid， an approximate solution after th巴 Karman'svelocity profile was 
reportccl by ¥Vagner訂正日ldthe exact solution after Cochran's by Millsaps ancl Pohlhau同 n4) and 
by Sparrow and Gregg5) 
This paper proposes a new methocl6)，7) of approach 10 the problem， by improving thト
se approximate analysis‘ 1勺rtheremore，the results obtained art' cliscllssed critically， comparing 
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ることを明らかにした。 Cochran2)は1934年，上記の Karman1)方式を発展改良した後，全く
別の子法で、数値的に 2つの運動量方程式を解いて厳密解を算出した。
づ'j，同一状態の等渦壁回転円板土の熱伝達問題に関して Wagner3)は1948年， Karman1) 
の速度分布を用いてエネルギ一方程式から温度分布を算出するプロフィル解を提案し， 7R気
(Pr=O.74)に対する熱伝達率を数値積分で決定した。 Millsapsおよび Pohlhause4)は1952年，
ほぼ同様の方法で Cochran2) の速度分布の厳密解を適用して Pr 数 O.5~10 の流体に対する熱
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θ: 無次元温度 (θ(ミ)=(T-T，∞)/(Tw- T.∞)) 
P: 無次元圧力 (P(~)= P(z)/(p'))'ω)) 
suffix w，∞は，壁面および境界屑外縁を意味する。
Nαγ=九・(ν川)1I2/A: 回転円板上局所ヌッセルト数
R"士 1'2.ω/ν. 回転レイノルズ数 Pr=Cp・p/A: プラントノレ数
2.1 基礎微分方程式および境界条件
円筒座標に対する 1'， (1および z軸方向の運動量方程式は各々つぎのように表わされる。
oUr ，Uo oUr m， rr oUr 1 OP Ur. ";'.+ー よ一一一一一二+Uz'一一一一・一一o1' r Oθ l' ， ~Z oz ρ o1' 
十 {82Uγ1 oU， ι o2ι20U32U，} 山 一+・一一一一 十 一・ 十一一一 i¥ or '1' Ol・ J.2 ' J・2.Oθ2 r・2 o(l ， oz2 J 
oUo ， Uo oUo ， U，.' Uo ，Tr oUo 1 OP Iλ・----"一+一一・τγ十一-L-E+U.-r-z一一・一一石
01' l' 011 l' oz ρ r・011
+).( j~~o +l_. oPIJ_ y: + ~2~~0 + 20 • ~打♂Uθν・I":"，:::--?u 一一一一γ 十一一一 一・ーよ+":1':2" ) ¥ or2 r 日r 1'2' r2.oθ2 'r2 o(l ， Oz  J 
oUe ， [九日Uz，Tr oUz 1 oP u.，・rJ三十ー ヱ・τ 万三十EYJ-T一=一一・1ー。l' r IJσ az ρ OZ 






エネルギ一式は散逸項を無視することにより，つぎのように表わされる。。T Uρ oT ，rT oT ，! o2T ， oT o2T o2T ¥ U，・o;'+プ・ ao+Uz・3Zzk-(Ij計百十万戸a:Z) (5) 
(4 ) 
速度場に対する境界条件:
z = 0; Ur = 0， Uo = l'・ω，Uz土。




Z=O; T=Tw・ 'T ∞;T = T=， oT/oz = O. ( 7) 
ここで，回転円板端部の影響を無視し等角速度の軸回転対称流とすれば，式 (1)，(2)， (3)， (4) 
および(5)中の θに関する微分項は消える。また Karmanの境界層理論を適用し，速度境界屑厚
さむは r，(1方向の口rnerに比し極く薄いと考えれば， r， [Jr) Uo. Tおよび ρの orderは1





量式(1)，(2)および(3)の両辺の各項はおのおの 1，1，おの orderでなければならぬ故， νは誌の
orderと定まる。またエネルギ一式については，温度境界層厚さ COtが速度境界屑厚さむとほ
とんど等しい (COt今ゐ)と考えれば，釣合上I可辺の各項は 1の orderとなり，んは 512の order
と定まる。以との考察によって各方程式はつぎのように簡単化される。
。Ur ，rr aUr U~ a2u， 
f 方向運動量式 U，・1子乙+Uz・1ミ--7-ET
au. ，TT auo ， Uo・Ur am θ方向運動量式: ι ・ ~a';." +Uz・守主一十 r ν・百三t
auz ，TT au. 1 ap， a2uz z方向運動量式 ur'一「十U ・ =一一一一+ν・一一。r '~2 aZ .0 aZ ，- aZ2 
-日u~ ， U，. ， au~ 連 続 式 ~arr_+プ二十 ~a~"- = 0 
aT ，" aT ， a♂2T 
守





















z方向無次元運動量式 :P'(ご)十H(c)'H' (c)-J-I" (ご)=0
式(8)，(9)， 














ご=0 ; F(O) = 0， G(O) = 1， H(O) = 0 
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祖度場に関する境界条件の無次元化:
ご=0;θ(0)=1: ミ=∞ ;θ(∞)=0，θ'(∞)=0 (21) 
運動量方程式の積分形化
7"， 0方向運動量方程式(14)，(15)をごに関してOより速度境界層厚さむまで積分し，連続
式 (17)および境界条件 (20)を適用すれば， つぎの運動量積分形釣合式が得られる。
f 方向運動量積分釣合式・ 3. ~:o p2 (~).d~ _ ~:o G2(ご)dtzdL (22) 















この場合の積分は， 信分第2項tj，の H(ミ)がご>ごotで H(ご)=H(~o)= 一定となるので O
からむまでと，むから COIまで、の二つの積分にわけで計算する必要がある。
jtd(ミ) 150 d(tJ Z川同 13 必-PUFf)u£一日(co)'t d~i~) . dc] = 0 
|で)[02311(ofodH山 18(c)I:']-ー|川町内!-jv附)山ω = 0 
1
州)I I州)I 1 -1ト一 ↓ド10-1'，'[ドトH町(ぽ5らω0)的川州0心山)川一J引引n叫l(ん{d三 1，会/ I dミ l







Dlf-¥ Q/，"¥ _;]f- I dθ(c) I 2'Pr'~0 F(ご)・ θ(ご).d~=-I~dτLo (25) 
(ミ。<;Ot)
円板表面上の局所熱伝達率んは定義より， つぎのようにあらわされる。








(14)， (15)に代入すれば，rおよび θ方向無次元速度 Fおよび Gの二階微分に関してつぎの境
界条件が定まる。
f; = 0; F"(O) = -1， G"(O) = 0: f; =∞; F"(∞) = 0， G"(∞) = 0 (28)， (29) 
極限値∞を速度境界層厚さむに置き換え，さらに壁面における f方向無次元速度 F(f;)の
未知の速度勾配を条件化し，つぎのようにおく。
f; = 0; F'(O) = laF(r;)/ar; I<~o = A (30) 






未知定数 a，b， c， d， e， fおよび a'，b'， c'， d'， e'は，F(ご)および G(ご)の境界条件 (20)，
(28)， (29)および (30)から定めれば，つぎのような速度プロフィルが得られる。
(， r; ¥3 (ル(3・A 1 ¥ "?¥
半径方向速度プロフィル F(ご)=(1一石).(A.r;+ヤEJ一:2卜刊 (33) 
円周方向速度プロフィル :G(r;)斗1一手y・(H--t~ i (34) 
¥宝o/ ¥ Co / 
速度プロフィル (33)，(34)を運動量積分形釣合式(22)ヲ (23)に代入すればつぎの結果を得る。
_Q_.A ・，::~_ 1三一・βfzJL
315 •• >U 1260日ご。
民2 .?? 23 .." 1 "0 23 一 .A2・r;o一一←一.A・昂十一一一・5bー←一一・-;0=.-i 1155 '.[1 'co-3080 '.{"1'COT 3080-'co-l乙b
これらの2式より Aを消去すれば，つぎの誌に関する二次式を得る。






ご。=3.614; F'(O) = A = 0.533 ， G'(O) = -0.554 (38) 
なお，垂直方向無次元速度 H(ご)は，連続式(17)の積分として与えられ (F(引の積分)，速









G"(∞)=0)式 (29)を考慮、してないために，F(ミ)および G(と)は 5の4次式および3次式で近似
してあらjっさオL，つぎのようになる。
(~ CVfAt，(2・A 1 ¥ C"，¥ 半径方向速度プロフィノレ : F(計二(1一一ト(A・s;+(一一一一).cz) (41) ¥ ~ :;0) ¥ ~~ > '¥ Co 2) > ) 
円周方向速度プ口フィノレ G(ご)=(1-fY・(1十一三-) (42) ¥ご。)¥ ~， 2・coJ
速)交プロプィル式(41)，(42)を積分形釣合式 (22)，(23)に代入することにより， つぎのよう
な解が与えられ， よ二の場合の速度ープロフィルが求められたことになる。





















ご=0;θ"(0) = 0 :ご=;01;θげ(ご0，1ニ() (44)， (45) 
無次λ~制度 θ(おは， ぷ(21)，(44)および (45)にボした 5個の境界条約を満足せねばなbな
いので，それをごの 4次式で近似して表わす。
θ(三)= a" +b"・f;+c"・e+d"・53十e"・f;4 (46) 
境界条件(21)，(44)および (45)より未知定数 μぺb"，cぺdぺcげを決定すれば， iM.J長ゾロブ
ィルはつぎのようになる。




2ι~~O'(1_ 去Y. {A ぺ2f-t)32}
(ト2.(え)+2.(ιy-(引いご ;01ιヌ】 (24)' 
(~iIÕ- 3~t ).-%f; +( j3_~~---:/ÇÕ)' t~~ 河 ~r-3i百十冨 五百.!o-




(~_.çr，忍)立gd~( ~~--!O5 .A.;O)ゐ31b3To-'苦0-120 ・、ot -f- 回一市•  . 3. f;d ，-1;，.・主0'
/ワ民 1 .< ¥ _~ A _<. 1 ヴ+1一三一.A・認- ・;8¥・50一一-.;Lr..eR+一一一・吋ニ Oベ 5'.cJ.'<，0-504 '<;0;-<'0'-180 '''0'1680 '';(1 (49) 










。。 3 4 5 6 ZI亨2 
図3 j温度境界層
表1 本報の結果と厳密解によるヌッセノレト数
厳盤解 本 面平 (1) 本解 (立)
Pr故 N u r N u r 誤差 N u r 誤差
0.01 0.0087 0.1136 17.59 0.0旦60f.l至1.3 30.4 
0.1 0.0765 0.1335 ~1 .1一望号一 今ら 回Q坦旦 35.20 ー26.4
0.3963 0.3682 5.431 一τ070.3684 5.429 ~7.05 
2 0.538本 0.5534 3.614 2.86 0.5534 3.614 2.86 
」よ立山 341 1.1675 1.713 2.94 。¥10 I 
100 2.6871 2.8195 0.709 国製一
1000 6.2048 6.3509 0.315 2.41 
(301) 
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Nllr = hr.(ν/ω)山/Aニー (oθ(ご)/o/;)ド 0=2//;01 (50) 
図3は，このようにして求めた各 P，数に対する温度プロフィル(--点鎖線)を示したもの
である。 なお本報で，式(48)および(49)は Newton-Rapson法によって各 P，数に対する >01
の値を解いた。比較のため， sparrowおよび Gregg5)の厳密解(実線)もあわせて 1記入してあ




図2は，本報の計算結果による r，(}， z方向無次元速度 F(ご)， G H(/;)および無次元圧









M= );2π 1"1μ 川
= -1/ρ2.π.R4仁.ρ.ベ(l.!ν.印3可)1/必2.G'(ゆ0) (泳k王g幽-m) (51) 
十 2rRj:q|U，!?2R dZ2062π R2.，J-';:-; ??????、 ー、?? (52) 
ここで，Rは回転円板半径を意味し，厳密解2)によればQは().886 . ;r . R2 . ，J-~-.-;; . eある。
表 1 は本報の局所ヌッセルト数 Nn • と Sparrow および Gregg による厳密解5) を比較した
ものである。 これによれば， プロフィル解(48)は P，数2以上に対し誤差4.9%の範l団内で厳
密解と A致する。一方プロフィル解(49)は P，数 0.1以下に刈し誤差が大きく適用出米ないこ
とがわかる。計算から I，J，]プロフィル解(48)，(49)はP，数 2においてご01= Co = 3.614となり，
温度境界層と速度境界層の厚さは等しいこととなる。したがってむ>ごotの場合に対するプロ
フィル解(48)は Pr数 2以上に対して適用出米ることがわかる。しかし 7%程度の誤差を許せ
ば式(48)はP，数 1以とに対して適用しうることになる。他方ご。<cotの場合に対するプロフィ






差によるものである。 また Pr数 0.01で温度境界属厚さごotは330に達し，速度境界層厚さの
















2RJ7(1-i)2(A叶子-~)， ç2)'{1- ~ '(ç~J寸(?と)3} 'dc = _~ ， .~~ 
(4~ '-f --l(~J ー)/39AH14A331石口白;川町-w)晶子t+-io'ct-4 ' p;
ご。くごotの場合
(54) 
川 ~:o(1ず (AS+(Y-;)52)(14(計 i(-討jd5233:
(9A321 《dd i14Ad)丈 3 ご0' ー 01子、o 20・，O)'，"o汁 ¥"'40・'0-5一川 、Ot-2'P，. 一 (55) 
式(54)および (55)におし、て A=0，54，co=2.78であるので，上式は Pr数をパラメータとす
るミ0'のそれぞれ6次式および2次式である。 ゆえにある P，数に対するご01は式(54)，(55)を
解くことにより求めらJLる。 ヌッセノレト数は六(27)よりつ5のようになる。




厳密解 本解 ( 1 ) 本 語手 (Iγ 
Pr数 Nur Nur 50t 誤差 Nur sot 誤差|
0.01 0.0087 00053 280.8 情'38.6
0.1 0.0765 % 0.0509 29.47 -33.5 
0.3963 0.351 4.265 -11.3 0.3502 4283 ー11.6
2 0.538本 0.533 2.813 -0.88 。5332 2.813 -0.89 
10 1.1341 1. 136 1.32 0.18 % 
100 2.6871 2.66 0.565 -1.05 




はPγ数 2以上に対して誤差3.4%以下の解を与える。 同様に式(55)(ごo'>~o) は P， 数 1-2 に
対して誤差 11%の範囲内で厳密解と品致する。この場合も， P9数2においてごot=2.813，;0ニ
2.78であるからおよそ to'キむと考えられる。したがって，前と同様に式 (54)は Pr数2以上，











5臼悶8創) 凡仇".=ιヂ》巴= 1/)~川~H吋 d氏三 (倒
ここで W仇陶向a昭叩g♂nω1
の関係を用いて r方向無次元速度 F(ミ)に Karll1an4)の速度プロフィルを用い数値積分を行っ





式 (58)を数値積分することに比べるとかなり容易である。なおここで r方向無次元速度 F(ご)
に Cochran2)学の厳密解を)1jl、れば，式 (58)は Sparrow5)等の厳密解を与えるミとになる。
4. 結 -号号日
本報は， /Int止流体中の等温回転円相;~上の F;H流速度境界)ι 温度境界層および熱伝達に l却し，
積分法を用いて理論的解析を行なしv その結果を Karman1)，Cochran2)， Wagner3l， Sparrow 
および (;r叫 gむらの解析伯と比較検討したもので，得られた結論は，およそつぎのように要約
される。
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